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IHEQORIEDESIENSENBLES

élément

Cardinal de E est|le nombre d’éléme

nts qui se
trouvent dans I’ensemble E.

Darc nofre caq_*
1V 11IVUL VvV VALY &

Sous-ensemble B
Card B =
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I EORIENVEESHEINSIENVSINES

Ensemble des entiers naturels

/

N={0,1,2,3,4,5,6, ...}

Par définition, Cardinal de N = o

(oo lemniscate)
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Trl20r= DEs 2NSENBSLES

Pour ={0, 1, 2., 3, 4, 5, 6, ...} Card N|= o0
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BIJECTION

Relation : ... est la femelle de...

f Llonb

’ Chatte

Lo,

Chaque élément de I’ensemble A est reli€¢ a un
¢lément de B, et réciproquement
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THEORIE DES

Pour ={0, 1, 2., 3, 4, 5, 6, 7, 8,...} Card N =

PO‘JI' = ° ) ’—6"—'—'—'—}7 CrdE:‘)

o

Si on applique la bijection, on a Card E = «
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I EORIENVEESHEINSIENVSINES

Pour N={0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,...} Card N = oo

Pour E={-1, O, 1, 2, 3) 4, 5, 6, ...} Card E=?

Si on applique la bijection, on'a Card E = o0

pour F={ei3,-2,-1,0,1,2,3, ...}

C’est aussi vrai pour F, Card F = o

Cet infini est dit dénombrable, c’est-a-dire qu’on

peut «compter» le nombre d’¢léments
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HOTEL
Avec une

Infinité de
chambres

rlN=l De 5=
1862 - 1943
01 |02 |03 104 |05 )06 0708 3[14].

09 |10 | 11 | 12
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HOTEL _
Avec une 02 |03 [ 04| 0506|0708 13| 14 | ..

09 |10 | 11 | 12 )
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chambres . . |
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HOTEL

Avec une
Infinité de
chambres
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rln=l De pllLsx=]

HOTEL : :
Avec une 131141 .

09 |10 | 11 | 12 )
il &€ AL NI AL IR
chambres al . |

On fait une correspondance parfaite entre les chambres et les personnes — bijection
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rln=l De pllLsx=]

HOTEL : : , ,

Avec une 07 108 J 09 |10 |11 §J12 13|14 | .. ..
chambres AL IR ALAEIE
chambres

n bus avec une infinité de clients s¢ présente
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HOTEL
Avec une
Infinité de
chambres

il
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Chaque lo

double du

sien

12

cataire va dans une chamb

13141 ..

re qui a un NUMEro
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HOTEL

Avec une
Infinité de
chambres

[ T=L D& RlIES=E]
4105fo6 o708 foofioltili2li3la]. .
JERL IR A JHELINL
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FOTEL DE RILEEKT
I ONELENDES NS IR
HOTEL : : , :
o e Ol 102703104 05706107 08 }09 1011 12313 }14}|. | .
Infinité de * * * * i i i
chambres .

Chaque locataire va se déplacer sur le ieme nombre

pren

1ier corresponda

Int A s

sa chambre
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HOTEL
Avec une

Infinité de * * * * [ ]
chambres | '

14

=lle
=

12345 Les nouveaux locataires iront dans la chambre 21*3j, avec
Bus 1 ** * * * * * 1=no du bus, j=no de la place dans le bus, par exemple :
bus=2, place=1 — chambre 12. C’est une paire d’entier

<, >

Il est impossible d’avoir 2 personnes dans la méme

chambre.
123 45 .. On remarque qu’il restera des chambres libre, par exemple

Bus j ** * * * * * 10, 14, etc.
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Ire (

1’entier

N? = card
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rln=l De pllLsx=]

HOTEL : : , ,

A UHHE 0L 1O2 103104105006 107 1708109 1011 12113} 141].. .
w8 1K JE AR JEARJE AR DAL RE AL 0 ILAN
chambres . |

a0
Une infinité de bateaux avec une infinité

bus avec une infinité de clients se
000 présente ...

On peut continuer ce jeux avec une infinité
de planétes contenant une infinité de
bateaux, contenant ....
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Mais c¢’est quoi infini ? Ca vajjusqu’a ou ? C’est grand
comment ?

Pour se fixer les 1dées

Un ¢phémere vit environ 1 jour — 86’400 {seconde]

Un homme vit un peu moins de 100 [an] — 3°153°000°000 [seconde]
(ou 3.15 * 10° [seconde], environs 36’500 [jour])

PS : 367000 jours, ¢a ne parait pas beaucoup. Il me reste peut-€tre encore 7°300 jours a vivre...
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Mais qu’est-ce qui est plus grand ?

Les physiciens admettent qu’il y a 10* atomes dans tout notre univers
connt.

Un nombre « connu » : le gogol = 10'%°
S1 on devait €crire ce nombre en prenant 1 atome par chiffre, il faudrait
100 milliard de milliard d’univers !

0

C’est assez grand ? Et le gogolplex = 1(g°g°! = 101010

Si je prends un jeu de tarot, avec 78 cartes, on trouve 78 ! (factoriel)
combinaisons possibles, soit 1.13*10'"°

Nombre de théories incluses dans la Théorie des cordes, 10°%

Voila pour le grand. Mais encore...
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NOTATION

Au fait comment interpreter 33° 9
(a) 3 ** (3 ¥*3)=3**27="7"625"597°484"987 = 7.625 * 10"
(b) (3 **3)**3=27**3=19"683

C’est la premiere (a) interprétation qui est la bonne.
Les puissances de puissance ¢clatent tres rapidement.

Prendre I’interpréteur Python. Il calcule avec toutes les décimales. Faire
5%*5
Ca éclate vite...
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NOTATION
— Donald Knuth introduit leﬁn@taﬁgnjuivaute :

eut dire que

5 T 5 ?5 = 5° (on a 3 x 5 avec 2 fleches)

r 4
1

® ———

p—

C

5 5) — 5 T T( résultat dans pythor
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Trl20r= DEs 2NSENBSLES

Ensemble des nombres réel R

g

1

W | T
1

N

1

ik

D | T
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N |

Quel est le cardinal de R ?
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TriIe0RI=E DES 2ENSENBLES
Ensemble des nombres réel R

_TE o
v | | I T S
32 0 1 2

Quel est le cardinal de R ?

On ne peut pas trouver une bijection entre R et N, on ne peut pas
«compter» R avec N, Rn’est pas dénombrable.
Alors, par definition, card R = Q

Et card R > card N (2 > o)
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d

réel [0..1] n’est pas dénombrable.

DESTENSEN BIEES

—

111

L’ern

Preuve par I’absurde
0-0.12548924 ..
1-0.45376917 ..

4 4 ~N 1 \

-0.64462010...

2
3-0.75910384 ...
4-0.98082442...

Siclest un 5, on le change en 9.
Si c’est pas 5, on le change en 5.

(On pourrait avoir une autre stratégie, ajouter 1 a chaque fois)
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Triz0mdl=

|—'(‘A |—' JrA,—'\-/J _IS

e

[’ensemble des nombres réel [0..1] n’est pas dénombrable (pas
de-bijection possible,entre N-et R;-on ne pas-les«comptery).

Preuve par I’absurde

0-0.12548924 ..

1-0.45376917 ..
2-0.64462010...
3-0.75910384 ...
4-0.98082442...

Cela devient

59555 ..

< B~ W N = O
1
SO O o o O

52548924 ..
49376917 ...
.64562010...
75950384 ...
98085442 ...

Est-ce que ce nouveau nombre existe dans la liste ?
(Ca ne peut pas €tre le premier, 5<>1

Ni le 2eme, car 9<>5

N1 le 3éme, car 4<>5

Ni le 526¢me ...

Ni...

Alors il n’existe pas dans la liste, quelque soit la maniere
dont on a rang¢ la liste — pas de bijection et pas
dénombrable
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Trl20r= DEs 2NSENBSLES

2

- 1 t d 1tV +-111 A h it
un rectangire- et unc drone—Y—a-t-11¢ meme nomoredc point

///
—
/
‘ zZ
« <X;y>
7z=0.46125395...
Cette méthode me creée une bijection, alors

x=0.4159 card rectangle = card ligne = Q
y=0.6235...
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Triz0nl= D3 eNSEMBSLES

Existe-t-il des ensembles dont le cardinal se trouve entre € et 0o ?

Cette hypothese porte le nom de I’hypothese du continu.

Elle a résisté a toutes les tentatives de réponse, jusqu’a ce que Kurt Godel (1906-1978) :

Godel a ¢galement démontré la complétude du calcul des prédicats du premier ordre. Il a
aussi démontré la cohérence relative de I'hypothése du continu, montrant qu'elle ne peut
pas| etre réfutée a partir des axiomes admis de la théorie des ensembles, en admettant que

ces axiomes soient cohérents.

Wikipédia : https://fr.wikipedia.org/wiki/Kurt G%C3%B6del
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